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Fyzikálně inženýrské úvahy

Modelový problém z klasické termomechaniky:
zachovánı́ skalárnı́ veličiny u ∈ L2(I,V ), V := W 1,2(Ω) pro
souřadnice x = (x1, x2, x3) ∈ Ω v R3 a čas t ∈ I := [0, ς]
ε̇(u) +∇ · η(u) = f na I × Ω
η : L2(I,V )→ L2(I,V ) f ∈ L2(I,H), H := L2(Ω)
ε : W 1,2(I,H)→W 1,2(I,H)

okrajové podmı́nky Neumannnova typu pro Γc ∈ Γ := ∂Ω
η(u) · ν = g na I × Γc g ∈ L2(I,L2(Γc))

okrajové podmı́nky Robinova typu pro Γi = Γ \ Γc
η(u) · ν + ψ(u,ua) = 0 na I × Γi
ψ : L2(I,V × L4(Γc))→ L2(I,L2(Γi)) ua ∈ L2((I,L4(Γc))

počátečnı́ podmı́nky
u(.,0) = 0 na Ω

oblı́bené inženýrské linearizace
ε̇(u) = ε′(u)u̇ ≈ κu̇, κ ∈ L∞(Ω)
η(u) = ∇β(u) = β′(u)∇(u) ≈ λ∇u, λ ∈ L∞(Ω) (Fourier, Fick, . . . )
ψ(u,ua) ≈ γ(u − ua), γ ∈ L2(Γi)
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ε̇(u) +∇ · η(u) = f na I × Ω
η : L2(I,V )→ L2(I,V ) f ∈ L2(I,H), H := L2(Ω)
ε : W 1,2(I,H)→W 1,2(I,H)
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Fyzikálně inženýrské úvahy

Zjednodušené schéma geometrické konfigurace:

Ω
známo f , hledá se λ a κ

Γc
známo g a navı́c uc
(možná kompenzace neznalosti λ, κ, γ)

Γi
známo ua, hledá se γ
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(možná kompenzace neznalosti λ, κ, γ)

Γi
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Označenı́ skalárnı́ch součinů v L2(I, .):
(φ, φ̃) :=

∫
I

∫
Ω φ(x)φ̃(x) dx dt , (∇φ,∇φ̃) :=

∫
I

∫
Ω∇φ(x) · ∇φ̃(x) dx dt

〈φ, φ̃〉 :=
∫

I

∫
Γ φ(x)φ̃(x) ds(x) dt , 〈φ, φ̃〉i , 〈φ, φ̃〉c totéž s Γi ,Γc namı́sto Γ
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Fyzikálně inženýrské úvahy

Fyzikálnı́ procesy ve stavebnı́m inženýrstvı́:
šı́řenı́ tepla (vedenı́m, přestupem, zářenı́m)
prouděnı́ vzduchu
šı́řenı́ vlhkosti v pórovitém prostředı́
přenos solı́, kontaminantů apod.
chemické reakce (tuhnoucı́ silikátové směsi, karbonatace, . . . )
skupenské a fázové přeměny
mechanické přetvářenı́ (elasticita, plasticita, creep, porušenı́, . . . )
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skupenské a fázové přeměny
mechanické přetvářenı́ (elasticita, plasticita, creep, porušenı́, . . . )

Termodynamické principy zachovánı́:
hmotnosti (rovnice kontinuity) – proměnná hustota
(lineárnı́ a úhlové) hybnosti (Naviérovy - Stokesovy rovnice, různá
pojetı́ kontinua: Boltzmann, Cosseratové aj.) – proměnné složky
rychlostı́ vůči výchozı́ geometrické konfiguraci
energie, resp. entalpie (Fourierova rovnice) – proměnná teplota
(vı́ceméně empirické) konstitutivnı́ vztahy pro ostatnı́ veličiny
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Fyzikálně inženýrské úvahy

Přı́klady spolupůsobenı́ fyzikálnı́ch procesů:
model přenosu tepla a vlhkosti [A. V. Lykov (Luikov), 1964]:
– 2 evolučnı́ rovnice pro teplotu τ(x , t) a vlhkostnı́ obsah ω(x , t)

τ̇ = ∆τ +Kω̇, ω̇ = L∆ω + LP∆τ

– 3 empirické konstanty:
Lykovovo čı́slo L, Posnovovo čı́slo P, Kossovičovo čı́slo K

mı́rné zobecněnı́:
ητ = (.)∇τ + (.)∇ω (Dufour), ηω = (.)∇τ + (.)∇ω (Soret)

model tuhnutı́ betonové směsi [D. Gawin, 2004]:
– až 20 evolučnı́ch rovnic pro veličiny vztažené ke 4 fázı́m
– zachovánı́ hmotnosti, hybnosti a energie
– směs ve skupenstvı́ tuhém, kapalném a plynném, suchý vzduch
– konstitutivnı́ vztahy algebraické, efektivnı́ hodnoty z teorie směsı́
– stupeň hydratace (podı́l fázı́) z obyčejné diferenciálnı́ rovnice
alternativnı́ modely: homogenizace materiálových charakteristik a
formulace na makro-, meso- i mikroúrovnı́ch (metoda nejmenšı́ch
čtverců, škálová homogenizace, . . . )
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Experimentálnı́ přı́stupy

Ukázka měřenı́ tepelné vodivosti a kapacity metodou topné desky:
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Experimentálnı́ přı́stupy

Zjišt’ovánı́ tepelné vodivosti a kapacity pomocı́ topného válce:
tepelné zásobnı́ky pro pokročilé solárnı́ technologie (projekt TA ČR),
šamotové žáruvzdorné vyzdı́vky aj.

τ ∇τ η(τ)
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šamotové žáruvzdorné vyzdı́vky aj.

τ ∇τ η(τ)
Geometrická zjednodušenı́ vedoucı́ k redukci dimenze:

metoda topné desky (hot plate) – popis v kartézské soustavě
metoda topného drátu (hot wire) – popis v cylindrické soustavě
metoda topné koule (hot ball) – popis ve sférické soustavě

analytická řešenı́→ řady funkcı́ erf, erfc→ řady Besselových funkcı́
→ metoda hraničnı́ch integrálů (okrajových prvků)
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Experimentálnı́ přı́stupy

Zjištěná závislost tepelné vodivosti izolačnı́ch zásypů na teplotě:
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Lineárnı́ a kvazilineárnı́ problémy

Formálnı́ definice funkcionálů [N. Zabaras, 2004; B. Jin a J. Zou, 2008]:

F (ϑ,u, v) = (κu̇, v) + (λ∇u,∇v) + 〈γ,uv〉i − (f , v)− 〈g, v〉c − 〈γ,uav〉i
G(u) = 1

2〈w , (u − uc)2〉c , váha w ∈ L2(Γc)

soubor neznámých parametrů ϑ = (γ, λ, κ)

u, v ∈ L2(I,V ) pro V = W 1,2(Ω),
tedy též u, v ∈ L2(I,L4(Γ)) a uv ∈ L2(I,L2(Γ))
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tedy též u, v ∈ L2(I,L4(Γ)) a uv ∈ L2(I,L2(Γ))

Nutno použı́vat (pro dostatečně regulárnı́ oblasti Ω):

Sobolevovy věty o (kompaktnı́m) vnořenı́
věty o stopách
Friedrichsovu - Poincarého nerovnost
Laxovu - Milgramovu větu (přı́padně jejı́ zobecněnı́)
vlastnosti Rotheho posloupnostı́ abstraktnı́ch funkcı́ (spojité a
diskrétnı́ Gronwallovo lemma, Gelfandovo vnořenı́, . . . )
Aubinovo - Lionsovo lemma pro abstraktnı́ funkce
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Lineárnı́ a kvazilineárnı́ problémy přı́mý problém

Přı́mý problém (direct problem):
slabá formulace:
– pevné ϑ a u0 = 0
– hledáme u tak, aby F (ϑ,u, v) = 0 pro libovolné v , tj.

(κu̇, v) + (λ∇u,∇v) + 〈γ, (u − ua)v〉i
= (f , v) + 〈g, v〉c

silná formulace z Greenovy - Ostrogradského věty
(κu̇ −∇ · (λ∇u)− f , v)

= 〈γ(ua − u)− λ∇u · ν, v〉i + 〈g − λ∇u · ν, v〉c
obrácené použitı́ Greenovy - Ostrogradského věty, např.
pro fundamentálnı́ řešenı́ v∗(x , y) = −1/(4π|x − y |)
rovnice ∆v∗(x , y) = 4πδ(x − y) lokálně pro y ∈ Ω
namı́sto v(x , t) pro pevná t ∈ I

(κu̇, v)− (β(u),∆v)
= (f , v) + 〈γ, (u − ua)v〉i + 〈g, v〉c − 〈β(u),∇v · ν〉

možné obecnějšı́ počátečnı́ podmı́nky (rovnovážný stav):
f − f 0, g − g0, ua − ua0 a u − u0 namı́sto f , g, ua a u
(též pro citlivostnı́ a sdružený problém)
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Lineárnı́ a kvazilineárnı́ problémy přı́mý problém
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Lineárnı́ a kvazilineárnı́ problémy citlivostnı́ problém

Citlivostnı́ problém (sensitivity problem):

slabá formulace:
– pevné ϑ, ϑ̃ a u0 = 0
– hledáme ũ tak, aby DF (ϑ,u, v , ϑ̃, ũ,o) = 0 pro libovolné v , tj.

(κ ˙̃u, v) + (λ∇ũ,∇v) + 〈γ, ũv〉i
= 〈γ̃, (ua − u)v〉i − (λ̃∇u,∇v)− (κ̃u̇, v)

silná formulace z Greenovy - Ostrogradského věty

(κ ˙̃u −∇ · (λ∇ũ)−∇ · (λ̃∇u), v)
= 〈γ̃(ua − u)− γũ − λ∇ũ · ν − λ̃∇u · ν, v〉i

− 〈λ∇ũ · ν + λ̃∇u · ν, v〉c
obrácené použitı́ Greenovy - Ostrogradského věty

(κ ˙̃u, v)− (β(ũ) + β̃(u),∆v) + 〈γ, ũv〉i
= 〈γ̃, (ua − u)v〉i − 〈κ̃u̇, v〉 − 〈β(ũ) + β̃(u),∇v · ν〉
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– pevné ϑ, ϑ̃ a u0 = 0
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= 〈γ̃, (ua − u)v〉i − (λ̃∇u,∇v)− (κ̃u̇, v)
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Lineárnı́ a kvazilineárnı́ problémy sdružený problém

Sdružený problém (adjoint problem):

slabá formulace:
– pevné ϑ a uς = 0
– hledáme v tak, aby DF (ϑ,u, v ,o, ũ,o) = DG(u, ũ)

pro u z přı́mého problému a libovolné ũ, tj.

− (κũ, v̇) + (λ∇ũ,∇v) + 〈γ, ũv〉i
= 〈w , (u − uc)ũ〉c

silná formulace z Greenovy - Ostrogradského věty
− (ũ, κv̇ +∇ · (λ∇v))

= 〈ũ,w(u − uc)− λ∇v · ν, 〉c − 〈ũ, γv + λ∇v · ν〉i
obrácené použitı́ Greenovy - Ostrogradského věty

− (ũ, κv̇)− (∆β(ũ), v) + 〈γ, ũv〉i
= 〈w , (u − uc)ũ〉c − 〈∇β(ũ) · ν, v〉

kombinace ũ z citlivostnı́ho a v ze sdruženého problému
〈w , (u − uc)ũ〉c = 〈γ̃, (ua − u)v〉i − (λ̃∇u,∇v)− (κ̃u̇, v)

lze přirozeně zavést J(ϑ) :=
∫

I G(u) dt
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− (ũ, κv̇ +∇ · (λ∇v))
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Sdružený problém (adjoint problem):
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Lineárnı́ a kvazilineárnı́ problémy metoda sdružených gradientů

Výpočtový algoritmus:

zde (pro jednoduchost) jen J∗(γ) := J(ϑ) speciálně s ϑ = (γ,o,o)

odhad γ0, dále iterace γk pro k ∈ {1,2, . . .}
gradienty Gk = (uk (γk )− ua)vk

diferenciály DJ∗(γk , γ̃k ) = 〈γ̃k ,Gk 〉i
D2J∗(γk , γ̃k , γ̃k ) = 〈w , ũ(γk , γ̃k )2〉c

metoda sdružených gradientů
(pro γ konstantnı́ na Γi degeneruje v Newtonův algoritmus)

γk+1 = γk + ak γ̃k

γ̃k = bk γ̃k−1 − Gk , speciálně γ̃0 = 0 (b1 nepotřebujeme)

ak = −DJ∗(γk , γ̃k )/D2J∗(γk ; γ̃k ; γ̃k ) (minimum na přı́mce)

bk = 〈Gk ,Gk 〉i/〈Gk−1,Gk−1〉i nebo (Fletcher - Reeves)

bk = 〈Gk ,Gk 〉i/〈γ̃k−1,Gk − Gk−1〉i , . . . (Dai - Yuan)
strategie výpočtu: volba počtu iteracı́ pro γk , λk a κk

(nutné zobeceněnı́, pro λk a κk dosud asi málo dat)

J. Vala (MAT FAST VUT v Brně) Výpočtové přı́stupy k inverznı́m problémům. . . PANM 17 D. Maxov (2014) 14 / 25



Stochastická zobecněnı́

Stochastická zobecněnı́:
prostory abstraktnı́ch funkcı́ typu L2(Θ, I,S) namı́sto L2(I,S), za S
se dosadı́ V , L2(Ω) apod.
prostor elementárnı́ch jevů Θ opatřený σ-algebrou,
pravděpodobnostnı́ mı́ra P
optimalizačnı́ funkcionál s novým parametrem θ ∈ Θ
J∗(γ) = 1

2

∫
Θ

∫
I

∫
Γc

w(x , θ)(u(x , t , θ)− uc(x , t , θ))2 ds(x) dt dP
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2

∫
Θ

∫
I

∫
Γc

w(x , θ)(u(x , t , θ)− uc(x , t , θ))2 ds(x) dt dP
Možné přı́stupy:

reprezentace nejistot: spektrálnı́ rozklad Karhunena - Loèveho,
resp. rozklad založený na polynomiálnı́m chaosu s Hermitovými
polynomy, stochastická metoda konečných prvků
bayesovský přı́stup, markovské řetězce, simulace Monte Carlo
Sobolovy citlivostnı́ indexy, opět simulace Monte Carlo . . .
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Společné nepřı́jemnosti:
nedostatečné či komplikované nástroje funkcionálnı́ analýzy (věty
o vnořenı́ aj.) pro existenci řešenı́, konvergenci posloupnostı́ apod.
umělé regularizace pro algoritmizaci [A. N. Tichonov, 1977]
absence vhodného aplikačnı́ho softwaru
mimořádná časová náročnost výpočtůJ. Vala (MAT FAST VUT v Brně) Výpočtové přı́stupy k inverznı́m problémům. . . PANM 17 D. Maxov (2014) 15 / 25



Nelineárnı́ problémy

Měřenı́ kapilárnı́ vodivosti pórovitých materiálů:

přı́mo zjistitelné vlhkostnı́ toky η(u) · ν na hranici vzorku
rozloženı́ vlhkosti u v materiálu:
– přı́mý destruktivnı́ test: váženı́m, jen pro celý vzorek,

k dispozici musı́ být série zaměnitelných vzorků
– nepřı́mý nedestruktivnı́ test, např. mikrovlnnou technikou,

měnı́ se elektrická permitivita, resp. magnetická permeabilita
při obsazovánı́ pórů vodou, nutná kalibrace
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Užitečné transformace a substituce:
entalpická a Kirchhoffova transformace

κ(u)u̇ −∇ · (λ(u)∇u) = . . .

κ̂(u(r)) :=
∫ r

0 κ(ρ) dρ, λ̂(u(r)) :=
∫ r

0 λ(ρ) dρ, β(u) := λ̂(κ̂−1(u))

U̇ −∆β(U) = . . . pro entalpii U := κ̂(u)

dále (pro jednoduchost) jen κ(u) ≡ 1, f ≡ 0 a Γi prázdná
úpravy pro dostatečně hladká β(.)

∇β(u) = β′(u)∇(u) = λ(u)∇u

∆β(u) = ∇ · ∇β(u) = ∇ · (λ(u)∇u) = λ′(u)∇u · ∇u + λ(u)∆u
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∫ r

0 λ(ρ) dρ, β(u) := λ̂(κ̂−1(u))

U̇ −∆β(U) = . . . pro entalpii U := κ̂(u)

dále (pro jednoduchost) jen κ(u) ≡ 1, f ≡ 0 a Γi prázdná
úpravy pro dostatečně hladká β(.)

∇β(u) = β′(u)∇(u) = λ(u)∇u

∆β(u) = ∇ · ∇β(u) = ∇ · (λ(u)∇u) = λ′(u)∇u · ∇u + λ(u)∆u

Praktické požadavky na efektivnı́ výpočet:
u ≈ u∗ na Ω∗ ⊆ Ω, meas(Ω∗) > 0 (zajištěnı́ dostatku dat)
zavedenı́ G(u) = 1

2(u − u∗,w(u − u∗)), váha w ∈ L∞(Ω) (nulová
vně Ω∗)
lokálnı́ odhady β(.) či λ(.) vycházejı́cı́ z přı́mé formulace problému
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Přı́mý problém:
slabá formulace:
– pevné β a u0 = 0
– hledáme u tak, aby F (β,u, v) = 0 pro libovolné v , tj.

(u̇, v) + (∇β(u),∇v) = 〈g, v〉
silná formulace z Greenovy - Ostrogradského věty

(u̇ −∆β(u), v) = 〈g −∇β(u) · ν, v〉
(u̇ − λ′(u)∇u · ∇u − λ(u)∆u, v) = 〈g −∇β(u) · ν, v〉

obrácené použitı́ Greenovy - Ostrogradského věty
(u̇, v)− (β(u),∆v) = 〈g, v〉 − 〈β(u),∇v · ν〉
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silná formulace z Greenovy - Ostrogradského věty
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(u̇, v)− (β(u),∆v) = 〈g, v〉 − 〈β(u),∇v · ν〉

Rozklady β(.):
obvyklý: β(u) = ciβ i(u), součet přes i ∈ {1,2, . . .} pro známá β i(.)

alternativnı́ [J. Drchalová a R. Černý, 1998; R. Černý a kol., 2010]
Mi := {(x , t) ∈ Ω× I : λi−1 ≤ λ(u(x , t)) ≤ λi}

λi(u) := (λi−1 + λi)/2, ci := meas Mi
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Klasické jednorozměrné odhady průběhu λ(.) na polopřı́mce:
transformace y = x/(2

√
t) [L. Boltzmann, 1894]

pro speciálnı́ okrajové podmı́nky [C. Matano, 1933]

λ(u(x , t)) =
1

2tu′x (x , t)

∫ ∞
x

ξu′ξ(ξ, t) dξ

(speciálně pro konstatnı́ λ stačı́ pro analytické řešenı́
např. Laplacova či Fourierova transformace)

třetı́ integračnı́ metoda [H. Stenlund, 2011]

λ(u(x , t)) = − 1
u′x (x , t)

∫ ∞
x

u̇(ξ, t) dξ

úprava odstraňujı́cı́ nevlastnı́ integrál [J. Vala a P. Jarošová, 2013]
dı́ky přı́mo měřenému okrajovému toku g

λ(u(x , t)) =
1

u′x (x , t)

(∫ x

0
u̇(ξ, t) dξ − g(t)

)
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Srovnánı́ algoritmu Matanova a nově navrženého pro testovacı́ údaje:
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Obecné odhady průběhu β(.) či λ(.):
druhá integračnı́ metoda [H. Stenlund, 2011]

(u̇ − λ′(u)∇u · ∇u − λ(u)∆u, v) = . . .
pro v = δ(x − ξ)δ(t − ι), ξ ∈ Ω, ι ∈ I:

zbude jen λ′(u)∇u · ∇u + λ(u)∆u = u̇ na Ω× I,
řešı́ se lokálně jako lineárnı́ obyčejná diferenciálnı́ rovnice
(na rozdı́l od přı́mé nelineárnı́ úlohy)
prvnı́ integračnı́ metoda [H. Stenlund, 2011]

(u̇, v)− (β(u),∆v) = . . . pro v(x , t) = v∗(x , ξ)δ(t − ι):
integrovánı́m pak lokálně vycházı́

β(u(x , t)) = − 1
4π

∫
Ω

u̇(ξ, t)
|x − ξ|

dξ

metoda dvojného integrovánı́ [R. Černý a kol., 2010]

(u̇ −∇ · (λ(u)∇(u)), v) = . . . pro v = δ(x − ξ)δ(t − ι), ξ ∈ Ω,
ι ∈ I:

analýzou izohyperploch u(x , t) na Ω× I se zjistı́ Mi , i ∈ {1,2, . . .},
pro určenı́ ci nutno integrovat přes Ω× I
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Přı́mý, citlivostnı́ a sdružený problém (ve slabé formulaci):
přı́mý problém:
– pevné c := (c1, c2, . . .) a u0 = 0
– hledáme u tak, aby F (c,u, v) = 0 pro libovolné v , tj.

(u̇, v) + (∇β i(u),∇v)ci = 〈g, v〉
citlivostnı́ problém:
– pevné c, c̃ a u0 = 0
– hledáme ũ tak, aby DF (c,u, v , c̃, ũ,o) = 0 pro libovolné v , tj.

( ˙̃u, v) + (∇β i(ũ),∇v)ci = (∇β i(u),∇v)c̃i

sdružený problém:
– pevné c a uς = 0
– hledáme v tak, aby DF (c,u, v ,o, ũ,o) = DG(u, ũ)

pro u z přı́mého problému a libovolné ũ, tj.
− (ũ, v̇) + (∇β i(ũ),∇v)ci = (w(u − u∗), ũ)

kombinace ũ z citlivostnı́ho a v ze sdruženého problémm
(∇β i(u),∇v)c̃i = (w(u − u∗), ũ), J(c) := G(u)
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Výpočtový algoritmus:
odhad c0, dále iterace ck pro k ∈ {1,2, . . .}
gradienty Gk = (uk (ck )− u∗)vk

diferenciály DJ∗(ck , c̃k ) = (c̃k ,wGk )
D2J∗(ck , c̃k , c̃k ) = (wũ(ck , c̃k ), ũ(ck , c̃k ))

metoda sdružených gradientů
ck+1 = ck + ak c̃k

c̃k = bk c̃k−1 − Gk , speciálně c̃0 = 0 (b1 nepotřebujeme)

ak = −DJ∗(ck , c̃k )/D2J∗(ck ; c̃k ; c̃k ) (minimum na přı́mce)

bk = (wGk ,Gk )/(wGk−1,Gk−1) nebo (Fletcher - Reeves)

bk = (wGk ,Gk )/(w γ̃k−1,Gk − Gk−1), . . . (Dai - Yuan)
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Simulace vývoje obsahu vlhkosti v materiálu:
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Děkuji všem dosud bdělým
účastnı́kům semináře za pozornost.

Dotazy a připomı́nky jsou vı́tány.
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